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Re´sume´
Il y a au moins deux fac¸ons naturelles d’associer des fonctions
L de paires a` un couple forme´ d’une repre´sentation cuspidales d’un
groupe line´aire et d’une repre´sentation automorphe de carre´ inte´grable
(irre´ductible) d’un groupe classique. Les deux de´finitions s’appuient
sur les travaux tre`s re´cents d’Arthur. La premie`re fac¸on est d’utiliser
le produit sur toutes les places des facteurs L de paires de´finis avec
les parame`tres de Langlands. La deuxie`me fac¸on de faire, consiste a`
utiliser le transfert endoscopique tordu au groupe line´aire convenable
et d’utiliser les fonctions L de paires des groupes line´aires.
Dans cet article on compare ces deux types de fonctions L. On
montre que celles de´finies avec les parame`tres de Langlands ont moins
de poˆles celles de´finies par transfert endoscopique. On montre aussi que
l’existence de poˆles pour les fonctions L obtenues avec les parame`tres
de Langlands donnent des conditions suffisantes pour l’existence de
poˆles a` certaines se´ries d’Eisenstein alors que dans la meˆme situation
l’existence de poˆles pour les fonctions L de´finies par transfert endosco-
piques sont, elles, des conditions ne´cessaires pour l’existence de poˆles
a` ces se´ries d’Eisenstein.
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1 Notations
On fixe k un corps de nombres et G un groupe classique auquel
s’applique les travaux d’Arthur, c’est-a`-dire un groupe special ortho-
gonal ou symplectique. On note m∗G la dimension de la repre´sentation
naturelle du L-groupe de G.
Soit d un entier et ρ une repre´sentation cuspidale irre´ductible de
GL(d) ; en ge´ne´ral on fixera plutoˆt d’abord ρ et on notera d par dρ ce
qui de´finit dρ. On e´crit | | pour |detGL(dρ,A)| ou` l’on conside`re la valeur
absolue ade´lique du de´terminant. Soit b un entier, on de´finit Speh(ρ, b)
la repre´sentation de GL(adρ) qui se re´alise dans l’espace des re´sidus
des se´ries d’Eisenstein :( ∏
i∈[1,a−1]
(si−si+1−1)E(ρ| |
s1×· · ·×ρ| |sa , f)
)
s1=(a−1)/2,··· ,sa=−(a−1)/2
,
ou` f parcourt l’ensemble des sections du fibre´ localement constant
des induites ρ| |s1 × · · · × ρ| |sa ou` s1, · · · , sa ∈ C
a. Cette de´finition
a une variante locale, ou` pour toute place v de k, Speh(ρv, b) est la
composante locale de la repre´sentation pre´ce´dente en la place v ; on
peut en donner une de´finition purement locale comme l’unique quotient
irre´ductible de l’induite ρv| |
(a−1)/2 × · · · × ρv| |
−(a−1)/2.
Pour π une repre´sentation de carre´ inte´grable deG et pour s ∈ C, on
conside´rera aussi les se´ries d’Eisenstein E(ρ×π, s) ; elles sont relatives
a` un groupe de meˆme type que G mais si on e´crit G = Aut(V ) ou`
V est un espace symplectique ou orthogonal, le groupe en question
est le groupe des automorphismes de V auquel on a ajoute´ dρ plans
hyperboliques.
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2 Introduction
Soit π une repre´sentation automorphe de carre´ inte´grable irre´duc-
tible de G ; graˆce aux travaux annonce´s d’Arthur [2], on sait associer
a` π une repre´sentation de GL(m∗G,A), note´e π
GL avec la proprie´te´
que pour toute place v ou` toutes les donne´es sont non ramifie´es, les
composantes locales πv et π
GL
v se correspondent par la fonctorialite´
de Langlands associe´e a` l’inclusion naturelle du L-groupe de G dans
GL(m∗G,C).
Soit ρ une repre´sentation cuspidale unitaire d’un groupe GL(dρ) ;
depuis ([7]) on sait de´finir la fonction L(ρ× πGL, s).
Avec les re´sultats locaux d’Arthur [2], [3], dans le cas des places fi-
nies, on connaˆıt aussi la classification de Langlands des repre´sentations
tempe´re´es a` l’aide de l’endoscopie tordue. On peut donc aussi as-
socie´ a` toute repre´sentation irre´ductibles en la place v son parame`tre
de Langlands et en de´duire un facteur L local, L(ρv × πv, s). Aux
places archime´diennes, cela est aussi faisable depuis longtemps. Pour
presque toute place v, le facteur L(ρv × πv, s) co¨ıncide avec le facteur
L(ρv×π
GL
v , s). On peut donc de´finir en tant que fonction me´romorphe
de s :
L(ρ× π, s) :=
∏
v
L(ρv × πv, s)
ce qui vaut L(ρ×πGL, s)
∏
v∈S L(ρv×πv, s)/L(ρv×π
GL
v , s)
−1, ou` S est
un ensemble fini de places suffisamment grand pour contenir les places
archime´diennes et toutes les places ou` il y a de la ramification.
Evidemment en ge´ne´ral, L(ρ×π, s) 6= L(ρ×πGL, s) et la fonction L
de Langlands contient des informations un peu diffe´rentes de la fonction
obtenue par l’endoscopie tordue car elle voit les mauvaises places. En
particulier, elle a en ge´ne´ral beaucoup moins de poˆles. Le but de cet
article est de rendre pre´cise une telle affirmation.
Il y a une difficulte´ a` comprendre les paquets d’Arthur aux places
archime´diennes, meˆme le cas des repre´sentations tempe´re´es n’est pas
comple`tement e´clairci (cf. [11] qui s’appuie sur [22]). Dans tout ce
qui suit mais uniquement pour les re´sultats globaux on suppose que
la repre´sentation π a de la cohomologie a` l’infini et on suppose qu’il
existe un nombre re´el strictement positif s1 tel qu’en toute place v
archime´dienne, l’induite ρv| |
s1
v × πv a un caracte`re infinite´simal entier
et re´gulier. On montre alors pour tout nombre re´el s0 ≥ s1 :
ords=s0L(ρ× π, s) ≥ ords=s0L(ρ× π
GL, s),
ords=s0
(
L(ρ× π, s)/L(ρ× π, s + 1)
)
≥
ords=s0
(
L(ρ× πGL, s)/L(ρ× πGL, s + 1)
)
.
On commence par de´montrer l’analogue de ces re´sultats d’un point
de vue local. Et on montre meˆme qu’avoir une e´galite´ plutoˆt qu’une
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ine´galite´ est e´quivalente a` une description simple de l’image d’ope´ra-
teurs d’entrelacement (cf. 4.1).
La partie la moins pre´visible de cet article est que l’existence d’un
poˆle a` la fonction L(ρ × π, s)/L(ρ × π, s + 1) en s = s0 ≥ s1 est une
condition suffisante pour que les se´ries d’Eisenstein E(ρ × π, s) aient
un poˆle en s = s0, au moins si π est une repre´sentation cuspidale. Le
re´sultat n’e´tait pas, de mon point de vue comple`tement pre´visible, car
ce qui est clair (cf. [15]) c’est que l’existence d’un poˆle en s = s0 des
se´ries d’Eisenstein pre´ce´dentes entraˆıne l’existence d’un poˆle pour la
fonction L(ρ× πGL, s)/L(ρ× πGL, s+1) mais il n’y a pas e´quivalence.
Pour transformer la condition suffisante que l’on a trouve´e en condition
ne´cessaire et suffisante, il faut de´finir en toute place v, le sous-quotient
de Langlands de l’induite ρv| |
s0 × πv et on montre alors l’e´quivalence
(pour s0 avec les hypothe`ses pre´ce´dentes) :
on suppose que π est une repre´sentation cuspidale avec les hypothe`ses
de´ja` faites aux places archime´diennes et alors la fonction
L(ρ×π,s)
L(ρ×π,s+1) a
un poˆle en s = s0 si et seulement si les deux conditions ci-dessous sont
satisfaites :
les se´ries d’Eisenstein E(ρ× π, s) ont un poˆle en s = s0 ;
la repre´sentation re´siduelle ainsi de´finie, qui est alors ne´cessaire-
ment irre´ductible, est produit tensoriel restreint des sous-quotients de
Langlands de´finis ci-dessus.
Quand on spe´cialise au cas ou` ρ est un caracte`re quadratique,
G est un groupe spe´cial orthogonal et en supposant que π est une
repre´sentation cuspidale, on montre que l’existence d’un poˆle en s = s0
de la fonction L(ρ×π, s)/L(ρ×π, s+1) est une condition suffisante pour
que π soit dans l’image de se´ries theta convenables. Ces re´sultats sont
l’objet des paragraphes 5.1 et 5.2, bien suˆr pour les raisons explique´es
ci-dessus on a les hypothe`ses pre´ce´dentes aux places archime´diennes.
Quand on parle de fonctions L, il est ine´vitable de se pre´occuper
de l’e´quation fonctionnelle ; donc l’article commence par e´tudier les
facteurs γ le but e´tant de montrer que ce sont les meˆmes que l’on utilise,
en la place locale v, la composante locale πv de π ou la composante
locale πGLv de π
GL. Quand v est une place finie, on obtient facilement le
re´sultat car on connaˆıt assez bien les paquets d’Arthur locaux. Quand
v est une place archime´dienne, cela se re´ve`le beaucoup plus difficile et
on est oblige´ de mettre des hypothe`ses ; on renvoit le lecteur a` 3.2 pour
ces hypothe`ses. Quand ces hypothe`ses sont satisfaites, on obtient alors
facilement que L(ρ × π, s) ve´rifie la meˆme e´quation fonctionnelle que
L(ρ× πGL, s), ici pour tout s ∈ C.
Comme explique´ ci-dessus, nos de´finitions des fonctions L se fait via
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le transfert endoscopique de [2] et [3] a` l’aide des de´finitions pour les
groupes GL. Graˆce aux re´sultats de Shahidi [19], [20] et d’Henniart [5]
cela revient, quand on travaille localement, a` utiliser les de´finitions du
coˆte´ galoisien. Globalement, on se rame`ne ainsi aux travaux de Jacquet
et Shalika sur la de´finition et l’e´tude des fonctions L de paires [7].
Quand ρ (ci-dessus) est un caracte`re les fonctions L et les facteurs
ǫ ont e´te´ de´finis, uniquement en termes des repre´sentations par Rallis
et Piatetskii-Shapiro en [4], chapitre 1 ; localement les de´finitions sont
donne´es par Lapid et Rallis en [10]. Comme Rallis et Soudry en [18] ont
montre´ les proprie´te´s de stabilite´ de ces facteurs locaux, les me´thodes
d’Henniart s’appliquent pour ve´rifier que les facteurs locaux de´finis
par ces travaux sont les meˆmes que ceux utilise´s ici, au moins aux
places finies, graˆce a` l’e´quation fonctionnelle de´montre´e en 3.1. Aux
places archime´diennes, le re´sultat reste vrai sous les hypothe`ses de 3.2.
Du point de vue global, il reste encore du travail a` faire pour avoir
vraiment la co¨ıncidence.
Pour finir l’article, on s’inte´resse au nombre de poˆles des fonc-
tions L(ρ × π, s)/L(ρ × π, s + 1) quand s parcourt R>0 ; pour avoir
un re´sultat satisfaisant, on suppose qu’en toute place archime´dienne
le groupe est quasi de´ploye´ et que la composante locale de π est dans
le paquet de Langlands associe´ au paquet d’Arthur. Avec cette hy-
pothe`se, en les places archime´diennes, les deux de´finitions de facteurs
L co¨ıncident et tous les re´sultats pre´ce´dents sont donc vrais sans hy-
pothe`se suppe´mentaire. On suppose encore que π est une repre´sentation
cuspidale et on e´crit πGL comme une induite de repre´sentations de
carre´ inte´grable, πGL ≃ ×(ρ′,b′)∈SSpeh(ρ
′, b′) (ce qui de´finit S). Alors
on montre que le nombre de poˆles cherche´ est infe´rieur ou e´gal au car-
dinal des couples (ρ′, b′) ∈ S tel que ρ′ ≃ ρ et (ρ′, b′+2) /∈ S. Sans l’hy-
pothe`se que π est cuspidal le nombre de poˆle de la fonction conside´re´
est infe´rieur ou e´gal a` deux fois le cardinal des couples (ρ′, b′) ∈ S tel
que ρ′ ≃ ρ et on s’attend a` ce que cette borne puisse eˆtre atteinte.
Je remercie Nicolas Bergeron pour avoir attire´ mon attention sur la
caracte´risation de l’image des se´ries theta et Jean-Loup Waldspurger
pour les discussions que nous avons eues.
3 Proprie´te´s des facteurs γ
On fixe π une repre´sentation de carre´ inte´grable de G et on note
πGL la repre´sentation automorphe de GL(m∗G, k) qu’Arthur lui associe.
On fixe aussi ρ une repre´sentation cuspidale irre´ductible et unitaire de
GL(dρ, k) (ce qui de´finit dρ)
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3.1 Le cas des places finies
On fixe une place finie v de k. On conside`re πv comme quotient de
Langlands d’une induite :
×i∈[1,ℓ]σi| |
−si × πtemp → πv,
ou` pour tout i ∈ [1, ℓ], σi est une se´rie discre`te unitaire irre´ductible,
si ∈ R>0, πtemp est une repre´sentation tempe´re´e et s1 ≥ · · · ≥ sℓ. On
note πGLtemp la repre´sentation du groupe line´aire convenable qui corres-
pond a` πtemp par l’endoscopie tordue.
Soit ρv la composante locale de ρ et soit s ∈ C. On sait de´finir, a`
la suite de Shahidi ([19]) les facteurs γ dans les groupes line´aire et on
pose :
γ(ρv, πv, s) := ×i∈[1,ℓ]γ(ρv×σ
∗
i , s+si)γ(ρv×σ
∗
i , s−si)×γ(ρv×π
GL
temp, s).
Evidemment avec des de´finitions analogues, on de´finit les facteurs L et
les facteurs ǫ(ρv × πv, s) qui intervient dans l’e´quation fonctionnelle,
ci-dessous.
En utilisant πGLv au lieu de πv, on sait aussi de´finir a` la suite de
Shahidi γ(ρv × π(ψv)
GL, s).
Proposition On a l’e´galite´ de fonction me´romorphe : γ(ρv, πv, s) =
γ(ρv × π(ψv)
GL, s).
C’est un proble`me purement dans les groupes line´aires.
Les facteurs γ jouissent de tre`s bonnes proprie´te´s re´sume´es dans les
dix commandements de [10]. On peut de´finir γ(τv × σ, s), ou` σ est une
induite non ne´cessairement irre´ductible et γ(τv × σ, s) = γ(τv × σ
′, s)
pour tout sous-quotient irre´ductible σ′ de σ. On pose σ = ×i∈[1,ℓ]σi| |
−si×
πtemp × σ
∗
i | |
si et avec la multiplicativite´ des facteurs γ, on a :
γ(ρv, πv, s) = γ(ρv × σ, s).
Pour de´montrer la proposition, il suffit de ve´rifier que π(ψv)
GL et σ
ont meˆme support cuspidal. Le support cuspidal de σ est ce que l’on
a appele´ le support cuspidal e´tendu de πv en [14] 4.1 et on a montre´
que que c’est aussi le support cuspidal de π(ψv)
GL pour tout paquet
contenant π en [14] 4.1 et 4.2. Cela termine la preuve.
3.2 Le cas des places archime´diennes
Ici on fixe v une place archime´dienne ; si v est complexe, on ne fait
aucune hypothe`se mais si v est une place re´elle, on suppose que πv a de
la cohomologie et que πGLv parame´trise un paquet d’Adams-Johnson
contenant πv. Et la proposition ci-dessus est aussi exacte :
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Proposition On a l’e´galite´ de fonction me´romorphe : γ(ρv, πv, s) =
γ(ρv × π
GL
v , s).
On commence par le cas ou` v est une place re´elle. Sans aucunes hy-
pothe`ses on sait que πGLv est une induite irre´ductible de repre´sentations
Speh(δ, b), e´ventuellement tordu par un caracte`re |det|x avec x un
nombre re´el de valeur absolue strictement infe´rieure a` 1/2 et ou` δ
est soit une se´rie discre`te de GL(2,R) soit un caracte`re unitaire de R∗.
On note Jord(πGLv ) l’ensemble des triplets (δ, b, x) qui interviennent
ci-dessus.
De`s que l’on suppose que le caracte`re infinite´simal de πv est re´gulier,
il y a beaucoup de simplification et on a encore plus de simplification
si l’on suppose que πv a un caracte`re infinite´simal entier et re´gulier.
Sous cette dernie`re hypothe`se pour tout (δ, b, x) ∈ Jord(πGLv ), on a
ne´cessairement x = 0, δ est autodual et la parite´ de b est de´termine´
par δ. Ici on utilise simplement le fait que le caracte`re infinite´simal
est entier ; on re´duit donc Jord(πGLv ) a un ensemble de couples (δ, b).
La re´gularite´ du caracte`re infinite´simal assure que pour δ une se´rie
discre`te de GL(2,R) fixe´e, il existe au plus un entier b tel que (δ, b) ∈
Jord(πGLv ). De plus excepte´ pour les groupes orthogonaux pairs, il
existe au plus un caracte`re quadratique η tel qu’il existe un entier
b avec (η, b) ∈ Jord(πGLv ). Si G(kv) est un groupe spe´cial orthogonal
pair, alors s’il existe (η, b) ∈ Jord(πGLv ) avec η un caracte`re quadratique
ne´cessairement b est impair et Jord(πGL, v) contient ne´cessairement
exactement deux tel couples l’un est (η, b) avec b ≥ 1 mais ne´cessairement
impair et l’autre est (ηηG, 1) avec ηG est le caracte`re trivial si G(kv) est
une forme inte´rieur d’un groupe de´ploye´ et est le caracte`re non trivial
sinon.
Par de´finition πv est un quotient de Langlands d’une repre´sentation
induite de la forme ind⊗i∈[1,ℓ] δi|det|
xi⊗τ, ou` les δi sont soit des se´ries
discre`tes de GL(2,R) soit des caracte`res unitaires de R∗ est les xi
sont des nombres re´els de´croissants strictement positifs et τ est une
repre´sentation tempe´re´e d’un groupe de meˆme type que G(kv). On
note τGL la repre´sentation du groupe line´aire convenable qui corres-
pond au L-paquet contenant τ (maintenant on a une bonne re´fe´rence
avec les travaux de [11]). Et l’e´galite´ des facteurs γ que l’on cherche
re´sultera de la proprie´te´ suivante : la repre´sentation πGLv et le quotient
de Langlands de l’induite ind⊗i∈[1,ℓ] δi|det|
xi ⊗ τGL ⊗i∈[ℓ,1] δi|det|
−xi
sont sous-quotient d’une meˆme se´rie principale.
L’ide´e sous-jacente, quand πv a de la cohomologie, est qu’a` la
repre´sentationE qui est le syste`me de coefficients dans lequel πv a de la
cohomologie, on associe une repre´sentation irre´ductible de GL(m∗G,R),
EGL et la se´rie principale que l’on cherche est une se´rie principale
ayant EGL comme quotient de Langlands. Faute de re´fe´rences et de
compe´tences, on fait un peu diffe´remment et de fac¸on plus terre a` terre
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de plus on utilise ci-dessous l’hypothe`se forte que πGLv parame´trise un
paquet d’Adams-Johnson (cf. [1]) contenant πv.
En effet cette hypothe`se permet de relier les δi, xi qui interviennent
ci-dessus a` Jord(πGLv ) ; le re´sultat est le suivant pour tout (δ, b) ∈
Jord(πGLv ) il existe b
′ ≤ b un entier de meˆme parite´ que b, e´ventuellement
b′ = 0 si b est pair tel que l’ensemble des (δi, xi) pour i ∈ [1, ℓ] comme
ci-dessus soit a` l’ordre pre`s exactement l’ensemble des
∪(δ,b)∈Jord(πGLv ) ∪x∈[(b−1)/2,(b′+1)/2 (δ, x),
ou` si b′ = b, l’ensemble attache´ a` (δ, b) est vide. De plus τ est dans
le paquet d’Adams-Johnson associe´ a` la repre´sentation induite des
Speh(δ, b′) pour (δ, b) parcourant Jord(πGLv ) (ces assertions re´sultent
des descriptions explicites des repre´sentations dans un paquet d’Adams-
Johnson (cf. [1] &3) ainsi que de la description explicite des parame`tres
de Langlands des repre´sentations ayant de la cohomologie donne´e dans
[23] 6.16.
Pour simplifier un peu les notations, on commence par remarquer
pour avoir l’assertion pour πv, il suffit maintenant de l’avoir pour τ .
Cela permet de supposer de`s le de´part que πv est tempe´re´e et on note
πGLtemp la repre´sentation tempe´re´e de GL(m
∗
G,R) qui parame´trise le
paquet de repre´sentations tempe´re´es contenant πv ([11]). Ainsi πv est
a` la fois dans le paquet de´termine´ par πGLv et dans le paquet de´termine´
par πGLtemp. Le point est de de´montrer que π
GL
temp et π
GL
v sont des sous-
quotients d’une meˆme se´rie principale.
On commence par se ramener au cas ou` τ est une se´rie discre`te.
S’il n’en est pas ainsi, G est un groupe orthgonal pair et en la place
v il est forme inte´rieure de la forme de´ploye´e. Et τ = πv est un sous-
module irre´ductible d’une induite a` partir d’un caracte`re quadratique
η′ de R∗ avec une se´rie discre`te τ ′. On ve´rifie sur la de´finition de πv
que ne´cessairement η′ est le caracte`re η intervenant dans la de´finition
de πGLv et que Jord(πv) contient deux copies de (η, 1) ; en remplac¸ant
τ par τ ′ on supprime ces 2 copies. On suppose donc que πv est une
se´rie discre`te.
On note πGLtemp le parame`tre de Langlands de l’unique paquet de
repre´sentations tempe´re´es (ici des se´ries discre`tes) contenant πv. On
proce`de comme on l’a fait pour e´crire πGLv et on trouve que π
GL
temp est
une induite de se´rie discre`te de GL(2,R) si G est un groupe symplec-
tique, orthogonal impair ou orthogonal pair mais forme inte´rieure de
la forme de´ploye´e. Dans le cas restant il s’ajoute la repre´sentation de
GL(2,R) induite du caracte`re du tore de´ploye´ produit du caracte`re
trivial et du caracte`re signe. Dans tous les cas πGLtemp est sous-quotient
d’une se´rie principale induite a` partir du tore diagonal et d’un es-
sentiellement produit de valeur absolue a` une puissance uniquement
de´termine´e par le caracte`re infinite´simal (le essentiellement veut dire
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que ceci est vrai sauf dans le cas ou` G(kv) est un groupe orthogo-
nal pair dans la classe du groupe quasi-de´ploye´ non de´ploye´ ou l’un
des caracte`res est le signe). La meˆme assertion est vrai pour πGLv si
η = 1. Cela re`gle donc le cas des groupes symplectiques. Dans le cas
des groupes orthogonaux, on se rame`ne a` ce cas en tensorisant πv par η
compose´ avec la norme spinorielle et en tensorisant ρv par le caracte`re
signe du de´terminant. Ainsi on n’a pas change´ les facteurs γ qui nous
inte´ressent et on n’a pas change´ πGLtemp qui est invariant par cette ten-
sorisation ; e´videmment qu’il n’est pas utile de faire cette tensorisation
mais il aurait fallu e´crire un peu diffe´remment la se´rie principale choi-
sie. Cela termine la preuve pour le cas des places re´elles.
On suppose maintenant que v est une place complexe ; ici il n’y
a aucun proble`me et pas d’hypothe`se a` faire. On e´crit d’abord la
repre´sentation de GL(m∗,C) de´termine´e par le paquet d’Arthur ; c’est
ne´cessairement une induite de caracte`re preque unitaire (c’est-a`-dire
de partie re´elle comprise strictement entre −1/2 et 1/2). Ainsi le fac-
teur γ associe´ est aussi le facteur γ associe´ a` une se´rie principale de
G(kv) = G(C) induite a` partir d’un caracte`re d’un sous-groupe de Bo-
rel uniquement de´termine´ par le caracte`re infinite´simal de πv. Comme
le facteur γ associe´ a` πv via ses parame`tres de Langlands a e´videmment
la meˆme proprie´te´, on obtient l’e´galite´ des facteurs γ cherche´e.
3.3 Application a` l’e´quation fonctionnelle
Cette section n’a e´videmment rien d’original. On fixe π et ρ comme
dans l’introduction. A toute place v de k qui est re´elle, on suppose que
πv a de la cohomologie dans un bon syste`me de coefficients et que le
paquet d’Arthur de´termine´ en cette place par π co¨ıncide avec un des
paquets d’Adams-Johnson contenant πv.
On rappelle l’e´quation fonctionnelle dans les groupes line´aire : soit
ρ, ρ′ des repre´sentations cuspidales d’un groupe line´aire et s ∈ C alors
il existe une fonction holomorphe inversible ǫ(ρ× ρ′, s) tel que l’on ait
l’e´galite´ :
L(ρ× ρ′, s) = ǫ(ρ× ρ′, s)L(ρ∗ × ρ
′∗, 1− s).
On a par de´finition
L(ρ× πGL, s) = ×(ρ′,b′)∈Jord(π) ×k∈[(b′−1)/2,−(b′−1)/2]) L(ρ× ρ
′, s+ k).
Le point ici est que pour tout (ρ′, b′), ρ′ est autoduale et le segment
[(b′−1)/2,−(b′−1)/2] est centre´ en 0 (pour ce qui suit il suffit que πGL
soit autoduale) et il existe donc une fonction holomorphe inversible de
s tel que l’on ait l’e´galite´
L(ρ× πGL, s) = ǫ(ρ× πGL, s)L(ρ∗ × πGL, 1− s).
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Proposition Avec les hypothe`ses faites au de´but de ce paragraphe,
on a l’e´galite´ de fonctions me´romorphes :
L(ρ× π, s) = ǫ(ρ× π, s)L(ρ∗ × π, 1− s).
En effet d’apre`s l’e´galite´ des facteurs γ locaux montre´s, on a :
ǫ(ρ× π, s)L(ρ∗ × π, 1− s)/L(ρ× π, s) =
ǫ(ρ× πGL)L(ρ∗ × πGL, s)/L(ρ× πGL, s) = 1.
4 Poˆles des facteurs et des fonctions L
4.1 Poˆles des facteurs L locaux aux places finies
On fixe π et ρ comme pre´ce´demment et une place v de k ; on suppose
que v est une place finie. On a de´fini L(ρv × πv, s) et L(ρv × π
GL
v , s).
On commence par e´tudier la fonction
φv(ρv, πv, s) :=
Lv(ρv × πv, s)/Lv(ρv × πv, s+ 1)
Lv(ρv × πGLv , s)/Lv(ρv × π
GL
v , s+ 1)
.
Cette fonction est lie´e a` l’ope´rateur d’entrelacement standard, entre les
induites :
Mv(ρv, πv, s) : ρv| |
s × πv → ρ
∗
v| |
−s × πv.
On va l’e´tudier pour s = s0 re´el et supe´rieur ou e´gal a` 1/2. Le fait
de conside´rer s re´el est une simplification d’e´criture puisque l’on peut
tordre ρv par un caracte`re unitaire. Par contre le fait que s ≥ 1/2
est une restriction duˆe au fait que l’on ne connaˆıt pas la conjecture
de Ramanujan ; c’est une vraie restriction mais qui disparaˆıt pour les
re´sultats globaux que l’on a en vue.
On pose
NGL(ρv, πv, s) :=
(
L(ρv × π
GL
v , s)/L(ρv × π
GL
v , s+ 1)
)−1
Mv(ρv, πv, s).
C’est un ope´rateur d’entrelacement et on a montre´ en [16] 3.2 et [17]
5.2 que cet ope´rateur est holomorphe en s = s0 ∈ R≥1/2.
On pose aussi
NGL(ρv, πv, s) :=
(
L(ρv × πv)/L(ρv × πv, s+ 1)
)−1
Mv(ρv, πv, s).
Cet ope´rateur est l’ope´rateur normalise´ a` la Langlands-Shahidi, il a
de moins bonnes proprie´te´s d’holomorphie que l’ope´rateur pre´ce´dent
mais, en un point ou` il est holomorphe, il est plus facile d’avoir une
description de son image.
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Pour cela on fixe s0 ∈ R≥1/2 et on de´finit le sous-quotient de Lan-
glands de l’induite ρv| |
s0 × πv : ρv est une induite irre´ductible de
repre´sentations de Steinberg e´ventuellement tordu par un caracte`re non
unitaire mais dont l’exposant est strictement inclus dans ]− 1/2, 1/2[.
On note τ−k, · · · τ−1 ces repre´sentations ordonne´es de telle sorte que
l’exposant aille en de´croissant. D’autre part on e´crit πv comme quotient
de Langlands, ainsi il existe des repre´sentations de Steinberg τ1, · · · , τℓ
tordu par des exposants non unitaires mais strictement positifs range´es
dans l’ordre de´croissant des exposants et une repre´sentation tempe´re´e,
πtemp. d’un groupe de meˆme type que G(kv) tel que πv soit l’unique
quotient irre´ductible de l’induite du produit tensoriel des (τi)i∈[1,ℓ] avec
τ . On note σ une permutation de l’ensemble [−k, ℓ] − {0} croissante
sur [−k,−1] et sur [1, ℓ] qui re´arrange la collection de repre´sentations
τ−k| |
s0 , · · · , τ−1| |
s0 , τ1, · · · , τℓ de fac¸on a` ce que les exposants soient
dans l’ordre de´croissant. Evidemment σ de´pend de s0 et n’est pas uni-
quement de´termine´e. Cela permet de construire une induite en ayant
re´ordonne´ ces repre´sentations et en induisant avec la repre´sentation
tempe´re´e πtemp et cette induite a un unique quotient irre´ductible c’est
ce que l’on appelle le sous-quotient de Langlands de ρv| |
s0 × πv. Pour
la suite on appelle τ(s) la repre´sentation du groupe GL convenable
induites ×j∈[−k,−1]∪[1,ℓ]τσ−1(j).
Dans la proposition ci-dessous on appelle ordre d’un ope´rateur
me´romorphe de´pendant de la variable s en s = s0 le plus entier x
tel que multiplie´ par (s − s0)
−x il soit holomorphe en s = s0 et non
identiquement nul en ce point.
Proposition Soit s0 ∈ R≥1/2, alors :
(i)ords=s0φ(ρv, πv, s) ≥ ords=s0N
GL(ρv, πv, s) ≥ 0.
(ii) ords=s0φ(ρv, πv, s) = 0 si et seulement si N
GL(ρv, πv, s0) 6≡ 0
et a pour image le sous-quotient de Langlands de l’induite ρv| |
s0 × πv.
On montre d’abord que l’ordre de l’ope´rateur en s = s0, N
L(ρv, πv, s)
est ne´gatif ou nul et que si cet ordre est ze´ro, c’est-a`-dire que l’ope´rateur
est holomorphe, alors son image en s = s0 contient, comme sous-
quotient, le sous-quotient de Langlands de l’induite ρv| |
s0 × πv. On
conside`re le diagramme d’ope´rateur d’entrelacement standard (et d’in-
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clusions e´videntes) :
τ(s) × πtemp
↓
ρv| |
s × πv →֒
ι
×j∈[−k,−1]τj | |
s ×i∈[1,ℓ] τ
∗
i
×πtemp
↓
ρ∗−sv × πv ↓
ι ↓
×j∈[−1,−k]τ
∗
j | |
−s ×i∈[1,ℓ] σ
∗
i → τ(s)
∗ × πtemp
×πtemp
Les deux fle`ches note´es ι sont e´videmment semblables, c’est l’inclusion
de πv dans ×∈[1,ℓ]τ
∗
i × πtemp.
Le diagramme n’est commutatif qu’a` une fonction me´romorphe pre`s
et de plus la fle`che verticale en bas a` droite peut ne pas eˆtre holomorphe
en s = s0 car on est amene´ a` faire l’e´change des deux facteurs de l’in-
duite τ∗i × τ
∗
j | |
−s chaque fois que −si ≥ −xj − s0 ou` l’on a note´ si
l’exposant de τi et xj celui de τj . Or quand on a e´galite´, l’ope´rateur
a un poˆle. Pour e´viter cela (et pour avoir la commutativite´ du dia-
gramme) on normalise toutes les fle`ches a` la Langlands-Shahidi : la
fle`che verticale en bas a` droite est remplace´e en multiplicant l’ope´rateur
d’entrelacement standard par l’inverse de la fonction me´romorphe :
∏
i∈[1,ℓ]
(L(ρv × τi, s)/L(ρv × τi, s+ 1))
×(L(ρv × (πtemp)
GL, s)/L(ρv × (πtemp)
GL, s+ 1))∏
i∈[1,ℓ],j∈[−k,−1];σ(j)<σ(i)
L(τ∗i × τ
∗
j , s)/L(τ
∗
i × τ
∗
j , s+ 1).
Dans ces conditions, le compose´ des fle`ches verticales a` droite est ho-
lomorphe en s = s0 et a pour image exactement le sous-quotient de
Langlands de l’induite τ(s) × πtemp.
On normalise aussi la premie`re fle`che verticale en remplac¸ant l’ope´-
rateur d’entrelacement standard par l’ope´rateur NL(ρv, πv, s) et la
dernie`re fle`che horizontale (qui est purement dans un groupe line´aire)
a` la Langlands-Shahidi ; cette fle`che est alors note´ N(σ, s) et c’est un
ope´rateur holomorphe en s = s0.
Avec ces normalisations, le diagramme est commutatif a` une fonc-
tion holomorphe inversible pre`s en s = s0, fonction qui vient des
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facteurs ǫ que l’on a ne´glige´s et des facteurs de normalisation a` la
Langlands-Shahidi de la fle`che tout en haut a` droite que l’on a ne´glige´
car ils sont holomorphes inversibles (ceux de la fle`che tout en haut a`
droite).
On remarque encore que cette fle`che tout en haut a` droite a son
image qui est certainement incluse dans ρv| |
s × πv. Ainsi N(σ, s) ◦ ι ◦
NL(ρv, πv, s) est holomorphe en s = s0 et calcule´ en ce point a son
image qui contient le sous-module de Langlands de τ(s0) × πtemp. Si
NL(ρv, πv, s) est holomorphe en s = s0, l’holomorphie de N(σ, s) en
s = s0 force l’ope´rateur N
L(ρv, πv, s0) d’avoir une image non nulle
et contenant comme sous-quotient le sous-quotient de Langlands de
l’induite ρv| |
s0 × πv.
On de´montre maintenant (i) : par de´finition, on a l’e´galite´ d’ope´ra-
teurs me´romorphes
φ(ρv, πv, s)
−1NGL(ρv, πv, s) = N
L(ρv, πv, s).
Et en prenant les ordres en s = s0 :
−ords=s0φ(ρv, πv, s) + ords=s0N
GL(ρv, πv, s) =
ords=s0N
L(ρv, πv, s) ≤ 0.
D’ou` (i) puisque l’holomorphie de NGL(ρv, πv, s) en s = s0 a e´te´
montre´e en [16] 3.2 et [17] 5.2.
Montrons (ii) ; on suppose d’abord que φ(ρv, πv, s0) 6= 0. D’apre`s
(i), cela force l’ope´rateur NGL(ρv, πv, s0) a eˆtre non nul. On sait alors
avec [17] 5.3.1 que l’image de cet ope´rateur est une repre´sentation
irre´ductible. Comme par de´finition :
NL(ρv, πv, s) = φ(ρv, πv, s)N
GL(ρv, πv, s),
cet ope´rateur est lui aussi holomorphe en s = s0 et son image en s = s0
contient, d’apre`s ce que l’on a montre´, le sous-quotient de Langlands
de l’induite ρv| |
s0×πv. Par irre´ductibilite´, ce sous-quotient est l’image
de NGL(ρv, πv, s0) comme annonce´ dans la proposition.
Re´ciproquement, supposons que NGL(ρv, πv, s0) est d’image non
nulle e´gale au sous-quotient de Langlands de l’induite ρv| |
s0 × πv, que
l’on note ici π0. Or l’ope´rateur N(σ, s0) est non nul donc son image
contient π0 qui est l’unique sous-module irre´ductible de τ(s0)
∗×πtemp.
Mais π0 intervient avec multiplicite´ au plus un dans toutes les induites
e´crites et ainsi N(σ, s0) ne peut eˆtre nul sur π0 qui est l’image de
NGL(ρv, πv, s0) par hypothe`se. De l’e´galite´ 0 6=
N(σ, s0)◦N
GL(ρv, πv, s0) = φ(ρv, πv, s0)
(
N(σ, s)◦NGL(ρv, πv, s)
)
s=s0
,
on obtient que φ(ρv, πv, s0) 6= 0. Ce qui termine la preuve.
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Corollaire Pour tout s0 ∈ C, la fonction L(ρv×πv, s)/L(ρv×π
GL
v , s)
est holomorphe en s = s0.
On montre d’abord le corrolaire en tout point s0 ∈ R≥1/2. Fixons a ∈ N
un entier tre`s grand. Sur les de´finitions, on ve´rifie que ni Lv(ρv×πv, s+
a) ni Lv(ρv × π
GL
v , s + a) n’ont de poˆles en s = s0 (et il n’y a jamais
de ze´ros). On reprend la notation φ(ρv, πv, s) de´ja` introduite. On a
e´videmment pour tout a ∈ N :
L(ρv, πv, s)/L(ρv × π
GL
v , s) = L(ρv, πv, s+ a)/L(ρv, π
GL
v , s+ a)
∏
i∈[0,a[
φ(ρv , πv, s+ i).
Donc l’holomorphie cherche´e est bien un corollaire de la proposition
pre´ce´dente. On de´montre maitenant l’assertion pour s0 ∈ R<1/2. On
utilise l’e´galite´ des facteurs γ de´montre´ en 3 :
L(ρv×πv, s)/L(ρv×π
GL
v , s) = ζ(s)L(ρ
∗
v×πv, 1−s)/L(ρ
∗
v×π
GL
v , 1−s),
ou` ζ(s) prend en compte les facteurs ǫ et est donc une fonction holo-
morphe inversible. Le terme de droite est holomorphe en s0 puisque
1 − s0 ∈ R>1/2 et le terme de gauche est donc aussi holomorphe en
s = s0. Ensuite, on passe de s0 re´el a` s0 complexe en tensorisant ρv
par un caracte`re unitaire.
4.2 Poˆles des facteurs L, le cas des places archime´-
diennes
On s’attend bien e´videmment a` avoir les meˆmes re´sultats aux places
archime´diennes que ceux de´mntre´s au paragraphe pre´ce´dent pour les
places finies. Toutefois, dans l’e´tat actuel des connaissances, il nous
faut mettre des hypothe`ses pour obtenir ces re´sultats. Soit ici v une
place archime´dienne de k.
On fixe donc π et ρ comme pre´ce´demment et on fixe un nombre
re´el positif s1 ; d’ou` la repre´sentation π
GL de GL(m∗G, kv). L’hypothe`se
forte faite ici est que π0 a de la cohomologie et le caracte`re infinite´simal
de l’induite ρv| |
s1×πv est entier et re´gulier ; entier veut dire que si l’on
identifie le caracte`re infinite´simal a` une collection de demi-entiers, ces
demi-entiers sont soient tous entiers soit tous demi-entier non entier.
On fixe s0 un nombre re´el et on suppose que s0 ≥ s1.
Proposition (i) ords=s0
(
Lv(ρv × πv, s)/Lv(ρv × πv, s + 1)
)
≥
ords=s0
(
Lv(ρv × π
GL
v , s)/Lv(ρv × π
GL
v , s + 1)
)
.
(ii) ords=s0Lv(ρv × πv, s) ≥ ords=s0Lv(ρv × π
GL
v , s).
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On de´montre un re´sultat beaucoup plus fort qui lui n’a aucune chance
d’eˆtre vrai sans l’hypothe`se sur s1 :
ords=s0Lv(ρv × πv, s) = ords=s0Lv(ρv × π
GL
v , s) = 0.
Une fois ce re´sultat de´montre´, on de´duit que toute les fonctions inter-
venant dans la proposition sont holomorphes non nulles en s = s0, ce
qui montre a fortiori la proposition.
Avant de faire la preuve remarquons que l’hypothe`se sur s0 est
un peu plus ge´ne´rale que de supposer que l’induite ρv| |
s0 × πv a un
caracte`re infinite´simal re´gulier.
On exploite le fait que πv a de la cohomologie : ainsi on sait
que πv est dans l’un des paquet d’Adams-Johnson. On note π
AJ
v la
repre´sentation de GL(m∗G, kv) qui parame´trise le paquet d’Adams-
Johnson que l’on fixe arbitrairement. On e´crit πAJv sous la forme d’une
induite de module de Speh,
×δSpeh(δ, bδ)× Speh(η, bη)
ou` δ parcourt un ensemble (sans multiplicite´) de se´ries discre`tes et ou` η
est un caracte`re quadratique, auxquels s’ajoute encore e´ventuellement
un caracte`re quadratique η′ de R∗ (cf3). Comme dans 3, on e´crit πv
comme (sous)-quotient de Langlands d’une induite de la forme
×δ ×i∈[(bδ−1)/2,b′δ+1] δ| |
i ×j∈[(b(η−1)/2,(b′
δ
+1)/2])
×πtemp,
ou` πtemp est une repre´sentation tempe´re´e convenable ; il faudrait re´or-
donner les repre´sentations pour que πv soit re´ellement un quotient. Il
suffit de montrer que Lv(ρv × δ, s− i) est holomorphe en s = s0 pour
tout δ, i comme ci-dessus et qu’il en est de meˆme pour Lv(ρv×η, s−j)
avec les notations pre´ce´dentes. On peut supposer que ρv est soit une
se´rie discre`te soit un caracte`re unitaire : en ge´ne´ral on sait que ρv est
le produit de telles repre´sentations par des caracte`res de la forme | |x
ou` x ∈] − 1/2, 1/2[. Pour un tel x 6= 0 l’holomorphie cherche´e re´sulte
simplement de ce que πv a un caracte`re infinite´simal entier. Le cas des
caracte`res unitaires non quadratiques se re`gle de fac¸on analogue. On
suppose donc que x = 0 on commence par le cas des se´ries discre`tes :
soit δ′ une se´rie discre`te de GL(2,R) et on note r′ son parame`tre et
t′ = r′/2, c’est-a`-dire que le caracte`re infinite´simal de δ′ est t′,−t′.
On calcule les facteurs L de paires en utilisant les formules [20] (3.5)
et (3.7) qui ne´cessitent de savoir de´composer le produit tensoriel de
deux repre´sentations du groupe de Weil de R ; cette de´composition
est particulie`rement bien e´crite dans [8] proposition 1.6. On a donc a`
conside´rer des poˆles de fonctions de l’une des formes suivantes :
pour δ intervenant ci-dessus, de parame`tre note´ t et pour ℓ ∈ [(bδ−
1)/2,−(bδ − 1)/2], Γ(s− ℓ+ |t
′ − t|) ;
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et pour ℓ′ ∈ [(bη − 1)/2,−(bη − 1)/2], Γ(s+ t− ℓ
′).
Conside´rons le premier type de fonctions ; elles ont des poˆles uni-
quement si s− (bδ− 1)/2+ |t− t
′| ≤ 0 et si ce nombre est entier relatif.
Ce qui se de´veloppe en :
t′ + s ≤ (bδ − 1)/2 + t et − t
′ + s ≤ −t+ (bδ − 1)/2.
Mais le caracte`re infinite´simal de la repre´sentation Speh(δ, bδ) est la
collection de demi-entiers t + [(bδ − 1)/2,−(bδ − 1)/2] ∪ −t + [(bδ −
1)/2,−(bδ − 1)/2]. Par hypothe`se le caracte`re infinite´simal de δ
′| |s1 ×
Speh(δ, bδ) est certainement entier et re´gulier. On a donc soit t
′+ s1 >
t+ (bδ − 1)/2 soit
t− (bδ − 1)/2 > t
′ + s1 ≥ −t
′ + s1 > −t+ (bδ − 1)/2.
Puisque s0 ≥ s1, on a soit t
′ + s0 > t + (bδ − 1)/2 soit −t
′ + s0 >
−t+ (bδ − 1)/2 et dans tous les cas, les conditions pour avoir un poˆle
ne sont pas satisfaites.
Comme le caracte`re infinite´simal de δ| |s1 × Speh(η, bη) et lui aussi
entier et re´gulier, on ve´rifie encore plus facilement que le deuxie`me
type de fonctions n’ont pas de poˆle en s = s0. Si δ
′ est remplace´ par
un caracte`re, on raisonne de la meˆme fac¸on.
Ici on a en fait de´montrer, au passage, que la fonction L(ρv ×
πGLv , s) n’a pas de poˆle en s = s0 puisque π
GL
v a une forme de meˆme
type que πAJ et a le meˆme caracte`re infinite´simal ; pour les fonctions
L(ρv×πv, s) il faut encore remarquer que par positivite´ stricte la fonc-
tion L(ρv × πtemp, s) n’a pas de poˆle en s = s0 et cela termine la
de´monstration.
4.3 Ope´rateurs d’entrelacement aux places archime´-
diennes
On continue avec les hypothe`ses du paragraphe pre´ce´dents : v est
une place archime´dienne et πv a de la cohomologie. On suppose qu’il
existe un nombre re´el s1 > 0 tel que le caracte`re infinite´simal de l’in-
duite ρv| |
s1 × πv soit entier et re´gulier.
Lemme Pour tout nombre re´el s0 ≥ s1 l’induite ρv| |
s1 × πv a un
unique quotient irre´ductible qui est le sous-quotient de Langlands. L’o-
pe´rateur d’entrelacement standard qui envoie l’induite ρv| |
s × πv dans
ρ∗v| |
−s×πv est holomorphe en s = s0 et son image est une repre´senta-
tion irre´ductible isomorphe au sous-quotient de Langlands de l’induite.
On e´crit πv comme quotient de Langlands d’une induite ×i∈[1,ℓ]τi ×
πtemp, ou` les τi sont des se´ries discre`tes ou des caracte`res unitaires tor-
dus dont les exposants sont positifs strictement et range´s dans l’ordre
de´croissant. On peut aussi supposer que πv est une se´rie discre`te ou
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un caracte`re quadratique car en s = s1, on a suppose´ que l’induite
ρv| |
s1 × πv a un caracte`re entier. On fixe s0 comme dans l’e´nonce´ et
le point est que si s0 est plus petit (au sens large) que l’exposant de τi
pour i ∈ [1, ℓ] fixe´, alors l’induite ρv| |
s0×τi d’un groupe line´aire conve-
nable est irre´ductible ; cela re´sulte de la comparaison des parame`tres
de ρv| |
s0 et de τi comme on l’a fait dans le paragraphe pre´ce´dent. Ainsi
l’induite ρv| |
s0×πv est un quotient de l’induite ρv| |
s0×i∈[1,ℓ] τi×πtemp
qui est elle-meˆme isomorphe a` l’induite re´ordonne´e pour que les expo-
sants soient range´s dans un ordre de´croissant. Cela prouve la premie`re
partie de l’e´nonce´.
Il reste a` prouver l’holomorphie de l’ope´rateur d’entrelacement. On
ve´rifie aussi que sous ces meˆmes hypothe`ses, l’ope´rateur d’entrelace-
ment standard est holomorphe : on le sait si s0 est strictement plus
grand que l’exposant de τi. Si les exposants sont e´gaux, on sait que
l’ope´rateur d’entrelacement normalise´ a` la Langlands-Shahidi est holo-
morphe mais comme on a montre´ que le facteur de normalisation n’a
ni ze´ro ni poˆle, on obtient l’assertion.
Remarque Les proprie´te´s de l’ope´rateur d’entrelacement standard
du lemme pre´ce´dent se transfe`rent imme´diatement a` l’ope´rateur d’en-
trelacement normalise´, NGL(ρv × πv, s) de´fini comme en 4.1 puisque
le facteur de normalisation n’a ni ze´ro ni poˆle.
4.4 Remarque sur les places archime´diennes
On a de´montre´ l’e´quation fonctionnelles aux places archime´diennes
sous l’hypothe`se que πGLv est le parame`tre d’un paquet d’Adams-John-
son contenant πv.
Remarque La proposition 4.1 est aussi vraie a` la place archime´dienne
v et meˆme plus pre´cise´ment ici (i) est vrai pour tout s0 ∈ R>0.
Cette remarque est, en fait, comple`tement triviale : on de´crit les pa-
rame`tres de Langlands de πv en fonction de π
GL
v (au moins partielle-
ment) comme on la fait en 3.2. D’apre`s la de´finition des facteurs L qui
est multiplicative en les parame`tres de Langlands, on est directement
ramene´ au cas ou` πv est tempe´re´. On suppose d’abord que s0 ∈ R>0.
Par positivite´, Lv(ρv × πv, s) n’a pas de poˆle en s = s0 et n’y est pas
nul car il ne peut y avoir de 0. On a donc de fac¸on imme´diate le (ii)
de 4.1 sous l’hypothe`se que s0 > 0 ; graˆce a` l’e´quation fonctionnelle,
on obtient comme dans 4.1 l’assertion (ii) pour tout s0. Pour montrer
(i), on calcule avec la description explicite de πGLv :
L(ρv × π
GL
v , s)/L(ρv × π
GL
v , s+ 1) =
∏
(δ,bδ)
∏
k∈[(bδ−1)/2,−(bδ−1)/2]
L(ρv × δ, s− k)/L(ρv × σ, s− k + 1),
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auquel s’ajoute un produit du meˆme type ou` δ est remplace´ par un
caracte`re. Mais un tel produit se simplifie pour donner
∏
δ,bδ
L(ρv × δ, s− (bδ − 1)/2)/L(ρv × δ, s+ (bδ + 1)/2).
Les de´nominateurs sont donc d’ordre 0 en s = s0 ∈ R>0 et en un tel
point l’ordre du quotient de fonctions L est donc infe´rieur ou e´gal a` 0
ce qui donne (i).
4.5 Poˆles des fonctions L
On fixe ρ et π et on reprend les hypothe`ses des places archime´dien-
nes : on suppose qu’il existe un re´el positif s1 tel qu’en toute place
archime´dienne v le caracte`re infinite´simal de l’induite ρv| |
s1 × πv est
entier et re´gulier.
The´ore`me (i) Soit s0 ∈ R≥s1 . ords=s0L(ρ× π, s)/L(ρ× π, s + 1) ≥
ords=s0L(ρ× π
GL, s)/L(ρ× πGL, s + 1).
et ords=s0L(ρ× π, s) ≥ ords=s0L(ρ× π
GL, s).
(ii) On suppose ici qu’en toute place archime´dienne, re´elle, v, πGLv
parame´trise un paquet d’Adams-Johnson contenant πv. Alors L(ρ ×
π, s) et L(ρ× πGL, s) ve´rifient la meˆme e´quation fonctionnelle et pour
tout s0 ∈ C :
ords=s0L(ρ×π, s)/L(ρ×π, s+1) ≥ ords=s0L(ρ×π
GL, s)/L(ρ×πGL, s+1).
ords=s0L(ρ× π, s) ≥ ords=s0L(ρ× π
GL, s).
Le (i) de ce the´ore`me est un corollaire des re´sultats locaux. Ceci est
aussi vrai pour le (ii), pour l’e´quation fonctionnelle et pour la com-
paraison des ordres si l’on suppose que s0 ∈ R≥1/2 puisque l’on a
cette limitation pour les places finies. Soit donc s0 ∈ R≤1/2 ; alors
1− s0 ∈ R≥1/2 et par l’e´quation fonctionnelle, en posant s
′ = 1− s
L(ρ∗× π, s)/L(ρ∗× π, s+1) = ǫ(ρ∗× π, s)L(ρ× π, s′)/L(ρ× π, 1+ s′).
L’ordre du membre de gauche en s = s0 est donc e´gal a` celui du membre
de droite en s′ = 1 − s0. On a la meˆme e´galite´ en remplac¸ant π par
πGL et cela permet de de´montrer (ii) pour tout s0.
5 Applications aux se´ries d’Eisenstein
Le but de cette section est de de´montrer que l’existence d’un poˆle
en s = s0 ∈ R>1/2 pour la fonction L(ρ×π, s)/L(ρ×π, s+1) entraˆıne
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l’existence d’un poˆle pour les se´ries d’Eisenstein E(ρ × π, s) en s =
s0. On donne meˆme une condition ne´cessaire et suffisante. Le cas ou`
s = 1/2 et un peu diffe´rent, on sait par avance que les poˆles des se´ries
d’Eisenstein en s = 1/2 de´pendent non pas de la fonction pre´ce´dente
(dont on ve´rifiera qu’elle est holomorphe) mais d’une fonction L lie´e
a` la repre´sentation ρ elle-meˆme, la fonction L(ρ, rG, s) ou` rG est la
repre´sentation naturelle du groupe dual de G dans GL(m∗G,C). Et en
s0 = 1/2 ce sont les poˆles de la fonction L(ρ, rG, s)L(ρ × π, s)/L(ρ ×
π, s+ 1) qui vont intervenir.
Malheureusement il nous faut des hypothe`ses aux places archime´-
diennes : on suppose qu’il existe un re´el s1 strictement positif tel qu’en
toute place archime´dienne v, l’induite ρv| |
s1 × πv a un caracte`re infi-
nite´simal entier et re´gulier.
5.1 Poˆles des quotients de fonctions L et re´sidus de
se´ries d’Eisenstein
On reprend la de´finiton du sous-quotient de Langlands des induites
locales ρv| |
s0×πv, de´ja` utilise´ en 4.1, que l’on note ici Lang(ρv| |
s0×πv).
The´ore`me On fixe un nombre re´el s0 ∈ R≥s1 . Et on suppose que π
est une repre´sentation cuspidale.
(i) On suppose ici que s0 > 1/2 ; alors le poˆle de la fonction L(ρ×
π, s)/L(ρ×π, s+1) est au plus simple en s = s0. Et on a l’e´quivalence :
L(ρ × π, s)/L(ρ × π, s + 1) a un poˆle en s = s0 si et seulement si la
se´rie d’Eisenstein E(ρ×π, s) a un poˆle en s = s0 et son re´sidu est une
repre´sentation ne´cessairement irre´ductible isomorphe en toute place v
a` Lang(ρv| |
s0 × πv).
(ii)On suppose ici que s0 = 1/2 ; alors la fonction L(ρ×π, s)/L(ρ×
π, s+ 1) est holomorphe en s = s0 et l’on a l’e´quivalence
L(ρ, rG, 2s)L(ρ × π, s)/L(ρ × π, s + 1) a un poˆle en s = s0 si et
seulement si(
(s− s0)E(ρ× π, s)
)
s=s0
≃ ⊗′vLang(ρv| |
s0 × πv).
(i) et (ii) se de´montrent simultane´ment. Puisque l’on a suppose´ que
π est cuspidale, les se´ries d’Eisenstein conside´re´es n’ont qu’un terme
constant non nul qui vaut, pour fs une section de l’induite ρ| |
s × π,
fs + M(s)fs, ou` M(s) est l’ope´rateur d’entrelacement standard. On
remplace M(s) par
L(ρ, rG, 2s)
L(ρ, rG, 2s+ 1)
L(ρ× πGL, s)
L(ρ× πGL, s+ 1)
NGL(ρ× π, s),
ou` NGL(s) est le produit sur toutes les places v de l’ope´rateur local
NGLv (ρv × πv, s) de´ja` utilise´ en 4.1 a un facteur pre`s qui vient des
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facteurs locaux de L(ρ, rG, 2s)/L(ρ, rG, 2s + 1). Ces facteurs locaux
n’ont ni ze´ro ni poˆle en s = s0 ≥ 1/2. On a donc ords=s0M(s) =
ords=s0L(ρ, rG, 2s)/L(ρ, rG, 2s + 1)
+ ords=s0L(ρ× π
GL, s)/L(ρ× πGL, s + 1)
+
∑
v
ords=s0N
GL
v (ρv × πv, s),
la somme sur v e´tant ne´cessairement finie. Et ceci vaut encore, avec les
notations de 4.1
ords=s0L(ρ, rG, 2s)/L(ρ, rG, 2s+1)+ordres=s0L(ρ×π, s)/L(ρ×π, s+1)
+
∑
v
ords=s0φ(ρv, πv, s)
−1 + ordres=s0N
GL
v (ρv × πv, s).
Dans la somme sur les places v, on est en droit de se limiter aux places
finies d’apre`s 4.2. Le lemme 4.1 montre que chaque terme de cette
somme est infe´rieur ou e´gal a` 0. Et on a donc
ords=s0M(s) ≤ ords=s0L(ρ, rG, 2s)/L(ρ, rG, 2s + 1)
+ords=s0L(ρ× π, s)/L(ρ× π, s + 1).
On rappelle que Langlands a de´montre´ que ces se´ries d’Eisenstein ont
des poˆles au plus simple [9] et que les poˆles deM(s) sont exactement les
poˆles de ces se´ries d’Eisenstein. Donc on retrouve de´ja` que le produit
(
L(ρ, rG, 2s)/L(ρ, rG, 2s+ 1)
)(
L(ρ× πGL, s)/L(ρ× πGL, s+ 1)
)
a au plus des poˆles simples.
De plus, puisque s0 ≥ 1/2 les poˆles de L(ρ, rG, 2s)/L(ρ, rG, 2s+ 1)
sont parmi ceux de L(ρ×ρ, 2s) ; il y en a donc au plus un, ne´cessairement
simple, en s0 = 1/2 et L(ρ, rG, 2s)/L(ρ, rG, 2s+1) n’a certainement pas
de 0 pour s0 > 1/2 puisque cela fournirait un 0 hors de la bande critique
(ouverte) a` L(ρ×ρ, 2s). De plus, puisque les poˆles de L(ρ×π, s)/L(ρ×
π, s+1) fournissent des poˆles a` L(ρ×πGL, s)/L(ρ×πGL, s+1) et qu’il
n’y en a donc pas en s = 1/2. Cela montre les proprie´te´s d’holomophie
ou d’ordre des poˆles annonce´es dans l’e´nonce´ concernant cette fonction.
On en vient au cœur de la de´monstration : on a une e´quivalence
entre le fait que
(
L(ρ, rG, 2s)/L(ρ, rG, 2s+ 1)
)(
L(ρ× πGL, s)/L(ρ× πGL, s+ 1)
)
ait un poˆle en s = s0 et le fait que d’une part les se´ries d’Eisenstein
E(ρ×π, s) aient un poˆle en s = s0 et d’autre part que pour toute place
v :
ords=s0φ(ρv, πv, s) = ordres=s0N
GL
v (ρv × πv, s) (1)
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Avec les hypothe`ses que l’on a mises, si v est une place archime´dienne,
on sait que (1) est vrai et que l’image de NGL(ρv × πv, s0) est le
sous-quotient de Langlands. Aux places finies, on remplace (1) par la
proprie´te´ e´quivalente, d’apre`s 4.1, que le sous-quotient de Langlands
de l’induite ρv| |
s0 × πv est exactement l’image de N
GL
v (ρv × πv, s0).
Cela donne exactement les e´quivalences en (i) et (ii) de l’e´nonce´ du
the´ore`me.
5.2 Images par se´ries theta
Dans cette sous-section, on suppose que G est un groupe spe´cial
orthogonal, SO(m) et on fixe r un entier satisfaisant 2r < m. On
note H le groupe Sp(2r) si m est pair et Mp(2r) si m est impair. On
dit que π est dans l’image cuspidale des se´ries theta a` partir de H s’il
existe une repre´sentation cuspidale τ de H et un caracte`re quadratique
automorphe η telle que π ⊗ η soit inclus dans la restriction a` SO(m)
de l’image de τ par se´rie thetas. Comme il y a plusieurs fac¸ons de
normaliser l’image par se´ries theta, puisque l’on peut toujours tordre
par un caracte`re automorphe de SO(m), la de´finition que l’on a prise
e´vite de devoir pre´ciser. Comme cela, on a aussi une inde´pendance en
fonction du caracte`re additif fixe´ pour de´finir les se´ries theta.
On suppose que pour toute place archime´dienne v, πv a de la coho-
mologie et qu’il existe un caracte`re quadratique automorphe η tel que
l’induite ηv| |
m/2−r×πv est entier re´gulier. Cette dernie`re proprie´te´ est
inde´pendante du caracte`re quadratique.
The´ore`me On suppose que la fonction L(η × π, s)/L(η × π, s + 1)
a un poˆle en s = m/2 − r pour un choix de caracte`re quadratique η ;
alors π est dans l’image cuspidale des se´ries theta a` partir de H.
D’apre`s le the´ore`me de 5.1 dont les hypothe`ses sont satisfaites, on a en
fait ne´cessairement m/2 − r ≥ 1 et les se´ries d’Eisenstein E(η × π, s)
ont un poˆle en s = m/2− r. Il re´sulte de [13] thm p203 et [6] 5.1 qu’il
existe un entier r′ ≤ r tel que π soit dans l’image cuspidale des se´ries
theta de H ′ ou` H ′ est l’analogue de H en remplac¸ant r par r′. On
note τ ′ une repre´sentation cuspidale et η′ un caracte`re quadratique tel
que π ⊗ η′ soit dans l’image du rele`vement theta de τ ′. En regardans
la correspondance theta non ramifie´, on voit qu’il existe un caracte`re
η′′ quadratique (qui de´pend des choix) tel que πGL soit une induite de
module de Speh l’un d’entre eux e´tant ne´cessairement Speh(η′′,m−1−
2r′) et, uniquement si m est pair, un facteur Speh(η′′′, 1) ou` η′′′ est un
caracte`re quadratique convenable. Puisque L(η × π, s)/L(η × π, s+ 1)
a un poˆle en s = m/2 − r il en est de meˆme de L(η × πGL, s)/L(η ×
πGL, s+1) d’apre`s 4.5. Cela force πGL e´crit comme induite de module
de Speh d’avoir aussi un facteur Speh(η,m − 1 − 2r). Si r 6= r′ la
re´gularite´ du caracte`re infinite´simal de π aux places archime´diennes
n’est suˆrement pas satisfaite. Ainsi r′ = r et le the´ore`me est de´montre´.
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A l’instar de 5.1 on pourrait donner un e´nonce´ ou` l’on a une
e´quivalence et non seulement une condition suffisante.
5.3 Exemple
On propose ici un exemple d’un triplet (ρ, π, s0) ou` les se´ries d’Ei-
sensteine E(ρ × π, s) ont un poˆle en s = s0 alors que la fonction
L(ρ × π, s)/L(ρ × π, s + 1) est holomorphe en s = s0. Dans tout ce
qui suit tr? signifie la repre´sentation triviale du groupe en indice.
On fixe ρ′ une repre´sentation cuspidale autoduale de GL(6) ; on
suppose qu’il existe deux places finies, note´e vi, pour i = 1, 2 telles que
ρvi est l’induite du caracte`re trivial et de St(η, 5), la repre´sentation de
Steinberg de GL(5, kvi) tordue par le caracte`re quadratique non ramifie´
non trivial. Il n’y a aucune raison pour qu’une telle repre´sentation
n’existe pas mais je n’ai pas non plus l’assurance qu’elle existe car les
conditions locales donnent des repre´sentations tempe´re´es et non des
se´ries discre`tes. On suppose en plus qu’a` l’infini la repre´sentation a de
la cohomologie et la` on a du choix.
On conside`re les donne´es globales, (trGL(1), 1), (ρ
′, 5) ou` trGL(1) est
la repre´sentation trivial de GL(1). Ceci fournit un paquet d’Arthur de
repre´sentation de carre´ inte´grables pour Sp(30, k), le groupe symplec-
tique de rang 15.
Le caracte`re d’Arthur est trivial ; il n’y a que des repre´sentations
de type orthogonale.
Pour i = 1, 2, il existe une (en fait deux) repre´sentation πi dans le
paquet local d’Arthur qui ve´fie une inclusion
πi →֒ | |
−2 × πi,cusp, (1)
ou` πi,cusp est une repre´sentation cuspidale de Sp(28, kvi) : en effet,
localament, le parame`tre d’Arthur est la somme de 3 repre´sentation
irre´ductibles de Wkvi × SL(2,C)× SL(2,C) :
trWkvi×SL(2,C)×SL(2,C)
⊕ trWkvi×SL(2,C)
⊗ sp5 ⊕ ηWkvi
⊗ sp5 ⊗ sp5,
ou` sp5 est la repre´sentation irre´ductible de dimension 5 de SL(2,C).
On a donne´ en [12] une description comple`te des repre´sentations dans
ce paquet (cf. la version simplifie´e [16] 2.3).
Remarque Soit π une repre´sentation dans le paquet d’Arthur global
de´fini par les parame`tres pre´ce´dent. On suppose que πv1 ≃ π1. Alors π
est cuspidale.
En effet si π n’est pas cuspidale, elle ve´rifie [15] 1.3 et en toute place
v, πv est un quotient de ρ
′
v| |
2 × π′[v], ou` π′v est une repre´sentation
convenable. Mais ceci n’est pas vrai en les places vi (pour i = 1, 2) a`
cause de (1), puisque ρ′ n’est pas un caracte`re.
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Lemme Soit π une repre´sentation dans le paquet d’Arthur global
de´fini pre´ce´demment ; on suppose que πv1 ≃ π1. Le facteur Lv1(trGL(1)×
π, s)/Lv1(trGL(1) × π, s+ 1) a un ze´ro en s = 1. Pour i = 1, 2 les fac-
teurs Lvi(trGL(1)×π
GL
vi , s)/Lvi(trGL(1)×π
GL
vi , s+1) sont holomorphes
non nuls en s = 1.
La premie`re assertion vient de (1) qui donne la parame´trisation de
Langlands de π1. Elle est e´videmment aussi vraie pour i = 2. Montrons
la deuxie`me ;
Lvi(trGL(1) × π
GL
vi , s)
Lvi(trGL(1) × πGLvi , s+ 1)
=
Lvi(s)
Lvi(s+ 1)
Lvi(ρ
′
vi , s− 2)
Lvi(ρ
′
vi , s+ 3)
.
La non nullite´ est claire puisque les de´nominateurs sont calcule´s en
des re´els strictement positifs. On doit donc montrer que pour i = 1, 2,
Lvi(s)Lvi(ρ
′
vi , s − 2) n’a pas de poˆle en s = 1. Ceci est clair pour le
premier facteur, le deuxie`me facteur est encore un produit, Lvi(s −
2)Lvi(St(η, 5), s− 2). Comme η est non trivial, aucun des facteurs n’a
de poˆle en s = 1.
Remarque Il existe une repre´sentation cuspidale dans le paquet d’Ar-
thur assoice´e aux donne´es pre´ce´dentes, telle que πv1 ≃ π1 et pour toute
place v 6= v1, v2, πv soit dans le paquet de Langlands associe´e au pa-
quet d’Arthur. Pour une telle repre´sentation π, les se´ries d’Eisenstein
E(trGL(1) × π, s) ont un poˆle en s = 1 et le quotient de fonction L,
L(trGL(1) × π, s)/L(trGL(1) × π, s+ 1) est holomorphe en s = 1.
Ce qui se produit est que des facteurs locaux pour le quotient de fonc-
tion L ont des ze´ros alors qu’il n’y en a pas pour l’analogue avec GL en
exposant mais l’ope´rateur d’entrelacement local n’est pas holomorphe
quand il est normalise´ a` la Langlands alors qu’il l’est quand il est nor-
malise´ avec les facteurs venant du groupe ge´ne´ral line´aire.
L’existence de π vient de la formule de multiplicite´ d’Arthur et on
a garde´ une liberte´ en la place v2 pour assurer tout proble`me.
On a alors :
L(trGL(1) × π, s)
L(trGL(1) × π, s+ 1)
= γv1γv2
L(trGL(1) × π
GL, s)
L(trGL(1) × πGL, s+ 1)
,
ou` pour i = 1, 2,
γvi =
Lvi(trGL(1) × πvi , s)
Lvi(trGL(1) × πvi , s+ 1)
Lvi(trGL(1) × π
GL
vi , s+ 1)
Lvi(trGL(1) × π
GL
vi , s)
.
Ces facteurs n’ont pas de poˆles pour s ∈ R>0 par l’argument donne´
ci-dessus. Pour i = 1, 2, en s = 1, γvi a un ze´ro d’apre`s les re´sultats
pre´ce´dents. On sait que L(trGL(1) × π
GL, s)/L(trGL(1) × π
GL, s+ 1) a
un poˆle d’ordre exactement 1 en s = 1 a` cause du premier facteur.
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Ainsi ce qui pre´ce`de montre que L(trGL(1)× π, s)/L(trGL(1)× π, s+1)
est holomorphe en s = 1.
Il reste a` montrer que les se´ries d’Eisenstein ont des re´sidus non nul
en s = 1. Avec [16], il faut encore ve´rifier que les ope´rateurs d’entrela-
cements locaux normalise´s comme en loc.cite sont non nuls. Mais cela
re´sulte des choix : aux places vi, pour i = 1, 2, la non nullite´ re´sulte de
ce que l’ope´rateur d’entrelacement standard :
| |s × | |−2 × πvi,cusp → | |
−s × | |−2 × πvi,cusp,
est holomorphe et donc ne´cessairement non nul ; la normalisation avec
les fonctions L attache´es a` πGL, n’introduit ni poˆle ni ze´ro a` cette
place comme on l’a vu ci-dessus. D’ou` la non nullite´ de l’ope´rateur
d’entrelacement normalise´ comme en [15]. Pour les autres places, la
non nullite´ vient de [15] 3.5.
6 Nombre de poˆles
Dans cette section on suppose qu’en toute place archime´dienne le
groupe est quasi de´ploye´. On fixe une repre´sentation cuspidale π et
on suppose qu’en toute place archime´dienne la composante locale πv
est dans le paquet de Langlands a` l’inte´rieur du paquet d’Arthur ; ce
qui importe pour nous est qu’alors, par de´finition, L(ρv × πv, s) =
L(ρv × π
GL
v , s). Sous cette hypothe`se, la proposition de 5.1 est vraie :
l’holomorphie et la non nullite´ des ope´rateurs d’entrelacement aux
places archime´diennes re´sulte de [15] 3.5.
On e´crit πGL ≃ ×(ρ′,b′)∈SSpeh(ρ
′, b′), ce qui de´finit S. On note Sρ
l’ensemble des entiers b tel que (ρ, b) ∈ S.
Corollaire Le nombre de poˆles re´els positifs de la fonctions L(ρ ×
π, s)/L(ρ×π, s+1) est infe´rieur ou e´gal au cardinal du sous-ensemble
de Sρ forme´ des entiers b tel que b+ 2 /∈ Sρ.
Soit s0 ∈ R>0 un poˆle de la fonciton L(ρ × π, s)/L(ρ × π, s + 1).
D’apre`s 5.1 et ce qui pre´ce`de l’e´nonce´, on sait que la se´rie d’Eisen-
stein E(ρ × π, s) a aussi un poˆle en s = s0 et son re´sidu est de carre´
inte´grable. Notons π+ ce re´sidu ; on sait que c’est une repre´sentation
irre´ductible (cf. [17]) mais pour ce que l’on fait ici, il suffit d’en prendre
une composante irre´ductible. On e´crit le transfert tordu, πGL+ de π+ au
bon groupe line´aire : ne´cessairement, (ρ, 2s0 − 1) ∈ S et
πGL+ ≃ Speh(ρ, 2s0 + 1)×(ρ′,b′)∈S;(ρ′,b′) 6=(ρ,2s0−1) Speh(ρ
′, b′).
Donc en particulier (ρ, 2s0 + 1) /∈ S. Cela prouve le corollaire.
Remarque Si on ne suppose pas que π est cuspidal, alors le nombre
de poˆles re´els positifs de la fonction L(ρ × π, s)/L(ρ × π, s + 1) est
infe´rieur ou e´gal a` 2|Sρ| cette borne pouvant tre`s certainement eˆtre
atteinte.
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En effet, il se peut tout a` fait qu’en toute place v, le groupe soit quasi-
de´ploye´ et la composante locale de π soit dans le paquet de Langlands
a` l’inte´rieur du paquet d’Arthur. Si cette proprie´te´ est ve´rifie´e, alors
L(ρ× π, s) = L(ρ× πGL, s) et
L(ρ× πGL, s)
L(ρ× πGL, s+ 1)
=
∏
(ρ′,b′)∈S
L(ρ× (ρ′)∗, s− (b′ − 1)/2)
L(ρ× (ρ′)∗, s+ (b′ + 1)/2)
.
On sait calculer les poˆles de chaque membre du terme de droite ;
e´videmment, ces poˆles arrivent en des points demi-entiers et on ne
peut exclure l’existence de 0. On s’attend quand meˆme qu’il existe une
donne´es S tel que pour (ρ′, b′), (ρ′′, b′′) ∈ S, L(ρ′ × (ρ′′)∗, 1/2) 6= 0.
Dans ce cas, la borne est de l’e´nonce´ est bien atteinte.
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